Uzavrené a otevrené mnoziny

2. cviceni
Matematika 2, NMMA702, Ondtej Bouchala

Teorie:

DEFINICE

Necht M C R". Bod x € M nazveme vnitfnim bodem mnoziny M, pokud existuje
r > 0 tak, Ze B(x,r) C M. MnozZinu véech vnitfnich boda zna¢ime Int M.

Déle, mnoZina hrani¢nich bodd mnozZiny M je

H(M) := {x € R": [Vr >0: Blx,r)NM # @ ABlx,r)n (R"\ M) # ﬂ”

Uzdvér mnoZiny M je pak definovan jako M := M U H(M).
Ddle pro x € R" definujme vzdalenost bodu x od mnoziny M jako

olx, M) := inf{o(x,y): y € M}
VETA (Definice uzavirené mnoziny)
Necht M C R". Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
e HM)C M
e M =M

({xn} M, x, sxeRY)=xeM

o M = {x ¢ R": olx,M) =0}

R™\ M je oteviena.
Spliuje-li mnoZina M libovolnou z nich, #ikdme o ni Ze je uzaviena.
Navic, pro M C R" plati, ze M = {x € R": o(x, M) = 0}.
VETA (Definice otevfené mnoziny)
Necht M C R". Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
e Vx ¢ Mdr >0: Blx,r)C M
e IntM =M
e R"\ M je uzavrena.

Spliiuje-li mnozina M libovolnou z nich, rikdme o ni Ze je oteviena.



Priklady:

1. Necht F C R" je neprazdnd konecna. Je pak F oteviend/uzaviend? Jak vypadd
H(F),F a IntF?

2. U nasledujicich mnoZin rozhodnéte, zdali jsou oteviené, zdali jsou uzaviené, a po-
piste jak vypadd H(F),F a IntF:

a) M:={1: neN}

b) M:={%: neN}u{0}

c) M:=N

d) M:=Q

e) M:={[x,y] e R*: x >0,y <0}
f) Mi= [,y eR: ¥+ 4 <1}
g M ={[x,y]ER2: ’%2+%2=1}

h) M := {[x,y] cER?: |x —y|=x —J/}
3. Existuje mnozina, kterd je otevrend i uzavirend?
* 4. Popiste vSéechny podmnoziny R", které jsou otevrrené i uzavirené.

x 5. Sierpinského tésnéni je fraktdl definovany jako prtnik do sebe vnorenych mno-
Zin S;, tedy S := (o, Si, kde S; je trojuhelnik, a S,,1 dostaneme z S, odstranénim
Jprostrednich otevirenych trojuhelnika”. Je to vidét z obrazkd (S; az Sg):

Je S otevirend, pripadné uzavirend mnozina? Jak vypadaji H(S), S a Int S?
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Vysledky:

1. F je uzavi‘end, neni oteviend. H(F) = F = F, IntF = {.

2. a) Neni uzavirend ani otevirend, H(M) = M = M U {0}, IntM = §.
b) Je uzaviend, neni otevitend, H(M) = M = M, IntM = §.
c) Je uzaviend, neni oteviend, HM) = M = M, IntM = 0.
d) Neni uzaviend ani otevirend, H(M) = M = R, IntM = 0.

)

e) Neni uzaviend ani oteviend, H(M) = {[x,y] e R*: (x =0Ay <0)V(y =0Ax >0)}.
M = {[x,y] € R*: x >0,y <0}. Int(M) = {[x,y] € R*: x >0,y < 0}.
f) Je oteviend, neni uzavirend. H(M) = {[x,y] c R2: ’%2 + %2 =1 },
wr xQ 2
M= {lx,y] € R% %+ 4 <1}, Int(M) = M.
g) Je uzavirend, neni otevitend. H(M) = M = M, Int(M) = 0.
h) M = {[x,y] € R*: x > y}. Tedy M je uzavfeng, neni oteviend.
HM) = {[x,y]eR* x =y}, M =M, Int(M) = {[x,y] e R?: x >y}

3. Jediné takové podmnoziny R" jsou § a R".



